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НЕОБХОДИМОЕ УСЛОВИЕ МОДАЛЬНОЙ УПРАВЛЯЕМОСТИ  
СИСТЕМОЙ НЕЙТРАЛЬНОГО ТИПА ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА 
Рассматривается проблема модальной управляемости для линейных стационарных динами-
ческих систем с запаздывающим аргументом нейтрального типа третьего порядка с одним за-
паздыванием по состоянию. В определенном классе регуляторов для таких систем получено не-
обходимое условие модальной управляемости, что существенно упрощает задачу нахождения 
указанных регуляторов. 
The paper considers the problem of modal control for 3rd order linear stationary dynamic time-
delay systems of neutral type with one constant delay. Regulators which solving the problem of modal 
control for considering systems are regulators of integral type. In this class of regulators necessary con-
dition of modal controllability is obtained. This condition allows mach more simplify constructing such 
regulators.  
Введение. Задача модального управления 
для линейных стационарных систем с одним 
входом впервые была рассмотрена Ф. М. Ки-
рилловой [1] в 1961 г., для многовходных сис-
тем – М. Уонэмом [2] в 1967 г. С тех пор дан-
ная задача изучалась многими авторами и для 
систем без запаздывания теория модального 
управления близка к своему завершению. Для 
систем с запаздыванием и систем с запаздыва-
нием нейтрального типа изучение этой задачи 
существенно усложняется, что обусловлено тем, 
что пространство состояний таких систем, как 
правило, бесконечномерно. Модальное управ-
ление запаздывающими системами и система-
ми нейтрального типа исследовалось многими 
авторами (см., например, [3], [4]), однако мно-
гие вопросы до сих пор остаются открытыми. 
Основная часть. Рассмотрим трехмерную 
линейную стационарную систему с запазды-
вающим аргументом нейтрального типа с од-
ним входом вида 
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где h > 0 – постоянное запаздывание. 
Характеристический квазиполином систе-
мы (1) имеет вид 
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где ijα ∈\  – числа, зависящие от коэффициен-
тов системы (1), 30 1.α =  Задача модального 
управления состоит в том, чтобы для любых 
наперед заданных чисел ,ijβ  где i = 1, 2, 3, j = 1, 
2, 3, 30 1,β =  найти такой линейный регулятор, 
что система (1), замкнутая этим регулятором, 
имеет характеристический квазиполином вида 
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Регулятор будем искать в форме 
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где 3,ijq ∈\  штрих ( )′⋅  означает транспониро-
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В частотной области регулятор (2) примет вид 
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Если ядро интегральной части регулятора ( ) 0,G′ λ ≡  то регулятор (4) примет наиболее 
простой дифференциально-разностный вид. 
Однако задача модального управления при 
этом решается лишь в исключительных случа-
ях. Пусть теперь ( ) 0G′ λ ≡  и имеет вид 
( ) [ ]1 2 3 ,G g g g′ λ =  
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;ξ∈^  ( ), ,hi e−λα λ  1, ,i S=  выбираются так, 
чтобы функции 
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λ − ξ  были целыми и 
удовлетворяли условиям теоремы Винера – Пэли, 
например ( )1 , .h h he e e−λ −ξ −λα λ = −  Пусть S = 1, 
тогда характеристический квазиполином замк-
нутой этим регулятором системы (1) имеет вид 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
11 12 13
21 22 23
31 11 32 21 33 31
a a a
a a a
a a a
⋅ − λ ⋅ ⋅
⋅ ⋅ − λ ⋅ =
⋅ +β ⋅ ⋅ +β ⋅ ⋅ − λ +β ⋅  
 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
11 12 13
21 22 23
31 32 33
a a a
a a a
a a a
⋅ − λ ⋅ ⋅
= ⋅ ⋅ − λ ⋅ +
⋅ ⋅ ⋅ − λ  
 
  
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
11 12 13
21 22 23
11 21 31
a a a
a a a
⋅ − λ ⋅ ⋅
+ ⋅ ⋅ − λ ⋅
β ⋅ β ⋅ β ⋅
, (7) 
где ( ) 1 2 3 ,h hij ij ij ija a a e a e−λ −λ⋅ = + + λ 1, 2,i =  
1, 2, 3,j =  ( ) ( )3 13 23, h hj j j ja q e a a e−λ −λ⋅ = λ + + +  
33 ,
h
ja e
−λ+ λ ,ijka  i = 1, 2, 3, j = 1, 2, 3, k = 1, 2, 3 
заданы в (1); ( ), hjq e−λλ  – квазиполиномы, оп-
ределяемые дифференциально-разностной ча-
стью регулятора (5); ( ) ( )( )11 1
, h
j j
e−λα λβ ⋅ = β λ − ξ , j = 
= 1, 2, 3, 1jβ  заданы в (6). 
Второе слагаемое в правой части (7) пере-
пишем в виде 
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Обозначим .hm e−λ=  Представим элементы 
матрицы, определитель которой записан в (8) в 
следующем виде: 
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Тогда выделим слагаемые, которые содер-
жат множители ( ),λ − ξ и воспользуемся сле-
дующим свойством определителей: определи-
тель, в каждом элементе строки которого есть 
сумма двух слагаемых, равен сумме двух опре-
делителей, в соответствующих строках которых 
стоят эти слагаемые. Тогда определитель, кото-
рый вычисляется в (8), перепишется в виде 
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где ( ), ,hc e−λλ ξ  – некоторый квазиполином, 
однозначно определяемый соотношением (8). 
Из того, что характеристический квазипо-
лином (3) замкнутой системы не содержит сла-
гаемые, умножаемые на функцию ,
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следует, что второе слагаемое в (9) должно 
быть тождественно равно нулю. Для этого 
нужно, чтобы многочлен относительно m в 
скобках правой части (9) был бы нулевым. По-
скольку из условия ( ) 0G′ λ ≡  вытекает, что 
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дует, что система линейных алгебраических 
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имеет нетривиальное решение. Значит, опреде-
литель матрицы системы (10) должен быть ра-
вен нулю. Очевидно, что определитель матри-
цы системы (10) представляет собой многочлен 
относительно переменной ξ степени не выше, 
чем пятой.  
Таким образом, доказана следующая  
теорема. 
Теорема. Пусть система (1) модально управ-
ляема регулятором (4) ((5)), причем в (5) ( ) 0G′ λ ≡  имеет вид (6). Тогда ξ будут корнями 
многочлена степени не выше пятой, который 
является определителем матрицы системы (10). 
Заключение. Полученная теорема дает од-
но необходимое условие модальной управляе-
мости системы (1) в классе регуляторов (4) 
((5)). Вопрос о том, достаточно ли регуляторов 
(4) ((5)) для решения задачи модальной управ-
ляемости, остается открытым. Доказано [5], что 
для аналогичной системы второго порядка та-
кие регуляторы решают задачу модального 
управления. Условие теоремы позволяет свести 
бесконечномерную вариационную задачу на-
хождения регуляторов к конечномерной задаче 
нахождения коэффициентов регулятора (4), что 
существенно упрощает решение задачи мо-
дального управления. 
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